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Controˆle de la diffusion chaotique en hydrodynamique
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Re´sume´
Nous pre´sentons une application d’une me´thode du controˆle du chaos pour les
syste`mes Hamiltoniens a` un mode`le d’advection chaotique en hydrodynamique. Cette
me´thode permet de cre´er des barrie`res a` la diffusion chaotique des particules en
ajoutant un terme de controˆle petit et simple a` la fonction de courant du syste`me.
Abstract
We present an application of a method of the control of Hamiltonian chaos to a
system of chaotic advection in hydrodynamics. The aim is to create barriers to diffusion
of passive tracers by adding a small and simple control term to the stream function of
the system.
1 Introduction
Nous nous inte´ressons au controˆle du chaos d’un proble`me d’advection chaotique
dans un fluide bidimensionnel, incompressible et pe´riodique par rapport au temps . Une
expe´rience utilisant la technique magne´to-hydrodynamique montre que les trajectoires des
particules pour des e´coulements bidimensionnels et pe´riodiques sont chaotiques. Il s’agit
d’une expe´rience dans laquelle un courant e´lectrique passe a` travers une couche mince
d’une solution e´lectrolytique. Le courant interagit avec un champ magne´tique alternatif
produit par des aimants place´s au-dessous du liquide. Une chaˆıne de vortex est alors
observe´e. Une de´pendance pe´riodique en temps est impose´e par une force exte´rieure qui
oscille lentement de haut en bas, de´plac¸ant le fluide late´ralement c’est-a`-dire dans la
direction perpendiculaire aux axes des rouleaux donnant lieu ainsi a` l’advection chaotique.
L’espace des phases, qui est ici l’espace re´el, est caracte´rise´ par des trajectoires re´gulie`res
dans le centre des rouleaux et une re´gion chaotique autour et entre les rouleaux. Un
Hamiltonien de´crivant ce phe´nome`ne a e´te´ propose´ dans [4]. Une comparaison a e´te´ faite
avec l’expe´rience pour valider ce mode`le.
Nous utiliserons ce Hamiltonien comme le point de de´part pour re´duire le transport
chaotique qui est donne´ par la fonction de courant:
Ψ(x,y,t) = ǫ sin(x+B sin t) sin y, (1)
ou` ǫ est la vitesse maximale dans le fluide et B l’amplitude des oscillations late´rales. Le
terme B sin t est une simple mode´lisation des oscillations late´rales des rouleaux.
1. Unite´ Mixte de Recherche (UMR 6207) du CNRS, et des universite´s Aix-Marseille I, Aix-Marseille II
et du Sud Toulon-Var. Laboratoire affilie´ a` la FRUMAM (FR 2291).
2 T. Benzekri, C. Chandre, R. Lima, M. Vittot
2 Controˆle localise´
La me´thode de controˆle localise´e a e´te´ largement de´crite dans [3] ou` les re´sultats
mathe´matiques rigoureux ont e´te´ prouve´s. Nous exposons ici le re´sultat principal de ce
papier. Pour un syste`me Hamiltonien a` L degre´s de liberte´ e´crit dans les variables action-
angles, le Hamiltonien perturbe´ est donne´ par:
H(A,θ) = ω ·A+ V (A,θ),
ou` (A,θ) ∈ RL × TL, ω est un vecteur de RL. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons
une re´gion au voisinage de A = 0 (par translation des actions) et, comme le Hamiltonien
est presque inte´grable, la perturbation V posse`de des parties constantes et line´aires dans
les variables actions et est d’ordre ε, i.e.
V (A,θ) = εv(θ) + εw(θ) ·A+Q(A,θ), (2)
ou` Q est d’ordre O(‖A‖2). Notons que pour ε = 0, le Hamiltonien H a un tore invariant
de vecteur fre´quence ω en A = 0 pour tout Q non ne´cessairement petit. Le Hamiltonien
controˆle´ est de la forme:
Hc(A,θ) = ω ·A+ V (A,θ) + f(θ), (3)
Notons que le terme de controˆle f que nous construisons de´pend seulement des variables
angles et est donne´ par
f(θ) = V (0,θ)− V (−Γ∂θV (0,θ),θ) , (4)
avec Γ un ope´rateur line´aire de´fini comme le pseudo-inverse de ω · ∂θ, i.e. agissant sur
V =
∑
k
Vke
iθ·k tel que
ΓV =
∑
ω·k 6=0
Vk
iω · k
eiθ·k.
Notez que f est d’ordre ε2. On peut le voir a` partir de l’Eq. (2) ou` f peut se re´e´crire comme
f(θ) = ε2w(θ) ·Γ∂θv−Q (−εΓ∂θv,θ) , avec Q quadratique dans les variables actions. Pour
toute perturbation V , le Hamiltonien (3) a un tore invariant dont le vecteur fre´quence est
proche de ω. L’e´quation du tore construit en ajoutant f est:
A = −Γ∂θV (0,θ), (5)
qui est d’ordre ε car V (0,θ) est d’ordre ε.
Dans la section suivante, nous verrons dans notre mode`le que l’amplitude du terme de
controˆle est petite compare´e a` la perturbation.
3 Application au mode`le
Dans cette section, nous utilisons le controˆle localise´ pour re´duire le transport chaotique
de particules passives localise´es autour et entre les rouleaux de convections. Par cette
me´thode, nous cre´ons ainsi des barrie`res isole´es a` la diffusion chaotique. Pour construire
une barrie`re, nous se´lectionnons une surface localise´e autour de x = x0. Par exemple, pour
cre´er une barrie`re entre deux rouleaux nous pouvons choisir x0 = π. Suivant les notations
de la Sec. 2, nous re´e´crivons le Hamiltonien autonome sous la forme:
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H(x,E,y,τ) = E + V (x,y,τ),
= E +Ψ(x0,y,τ) + Ψ(x,y,τ)−Ψ(x0,y,τ),
= E + ǫv(y,τ) + ǫw(x,y,τ)(x − x0) +Q(x− x0,E,y,τ), (6)
avec ǫv(y,τ) = Ψ(x0,y,τ) et
ǫw(x− x0,y,τ) = ∂xΨ(x0,y,τ),
Q(x− x0,E,y,τ) =
∞∑
l=1
1
(l + 1)!
∂l+1x Ψ(x0,y,τ)(x− x0)
l+1, (7)
ou` (A,θ) = (x− x0,E,y,τ) et ω = (0,1) qui est dans ce cas un vecteur re´sonant.
Afin de calculer l’ope´rateur Γ, nous de´veloppons sin(B sin τ) et cos(B sin τ) en se´rie de
fonctions de Bessel:
cos(B sin τ) = J0(B) + 2
∑
n≥1
J2n(B) cos 2nτ,
sin(B sin τ) = 2
∑
n≥0
J2n+1(B) sin(2n+ 1)τ, (8)
le potentiel V se re´e´crit alors:
V (x,y,τ) = ǫ sin y sinx

J0(B) + 2
∑
n≥1
J2n(B) cos 2nτ


+2ǫ sin y cos x

∑
n≥1
J2n+1(B) sin(2n+ 1)τ

 ,
et l’ope´rateur Γ applique´ a` V est donne´ par:
ΓV (x,y,τ) = 2ǫ sin y sinx

∑
n≥1
1
2n
J2n(B) sin 2nτ


−2ǫ sin y cos x

∑
n≥0
1
(2n+ 1)
J2n+1(B) cos(2n+ 1)τ

 .
Nous de´duisons le terme de controˆle:
f(y,τ) = ∂xΨ(x0,y,τ)Γ∂yΨ(x0,y,τ) +
∞∑
l=1
(−1)l
(l + 1)!
(
∂l+1x Ψ(x0,y,τ)
)
(Γ∂yΨ(x0,y,τ))
l+1
, (9)
ou` nous avons remplace´ x− x0 par −Γ∂yΨ(x0,y,τ).
Comme Ψ ne de´pend pas de E, nous calculerons seulement Γ∂yΨ(x0,y,τ):
− Γ∂yΨ = 2ǫ cos x0 cos ySo(τ)− 2ǫ sinx0 cos ySe(τ), (10)
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ou` So et Se sont de´finis par:
So(τ) =
∑
n≥0
1
2n+ 1
J2n+1(B) cos(2n+ 1)τ,
Se(τ) =
∑
n≥1
1
2n
J2n(B) sin 2nτ.
Nous de´duisons le terme de controˆle exacte :
f(y,τ) = ǫ sin(B sin τ + x0) sin y
−ǫ sin [2ǫ cos x0 cos ySo(τ)− 2ǫ sinx0 cos ySe(τ) + x0 +B sin τ ] sin y. (11)
L’e´quation du tore invariant est
x = x0 + 2ǫ cos y [cos x0So(τ)− sinx0Se(τ)] . (12)
Pour | ǫ |<< 1, le terme de controˆle localise´ peut eˆtre simplifie´ en ne conside´rant que le
premier terme du de´veloppement dans l’Eq.11. Le terme de controˆle simplifie´ est alors:
f2(y,τ) = −ǫ
2 sin 2y cos(B sin τ + x0) [cos x0So(τ)− sinx0Se(τ)] +O
(
ǫ3
)
. (13)
Pour B petit et x0 = π, si nous ne tenons compte que du premier terme de la se´rie So,
nous obtenons un terme de controˆle simplifie´ donne´ par f = fs +O(B
2),
fs = −
ǫ2(J0(B) + 1)J1(B)
2
sin 2y cos τ. (14)
Les sections de Poincare´ de la dynamique du Hamiltonien non controˆle´ (1) et du
Hamiltonien (1) avec le terme de controˆle simplifie´ (14), sont repre´sente´es sur la figure 1,
pour B = 0.12π et sur la figure 2, pour B = 0.2π. Le terme de controˆle cre´e un tore
invariant, correspondant a` la courbe repre´sente´e en gras dans les figures dont l’e´quation
est donne´e par (12). Nous constatons que le terme de controˆle re´duit efficacement la
diffusion chaotique d’une particule passive; il n’y a pas de particules advecte´es d’une
cellule a` l’autre. Par contre, pour B = 0.2π, le controˆle est moins efficace; nous observons
quelques particules qui passent d’une cellule a` l’autre. Ceci est duˆ au fait que nous n’avons
pas ajoute´ au Hamiltonien initial, le terme de controˆle exacte mais une approximation de
ce terme. Le controˆle serait plus efficace, lorsque B croit, si nous tenons compte des termes
d’ordre supe´rieurs fn ou` n ≥ 3.
Afin de voir plus pre´cise´ment les effets de ce terme de controˆle, nous allons e´tudier les
proprie´te´s de transport de ce syste`me. Pour cela nous calculons le de´placement quadratique
moyen < r2(t) > d’une distribution deM particules (d’ordre 3000) en fonction du temps:
< r2(t) >=
1
M
M∑
i=1
‖xi(t)− xi(0)‖ , (15)
ou` xi(t), i = 1,...,M est la position de la ie`me particule au temps t obtenu par inte´gration
des e´quations de Hamilton a` partir de conditions initiales xi(0). Nous remarquons sur la
figure 3(a) que < r2(t) > croit line´airement avec le temps pour t suffisamment grand.
Le coefficient de diffusion peut eˆtre de´termine´ par la pente du graphe de < r2(t) > par
rapport a` t:
D = lim
t→∞
< r2(t) >
t
. (16)
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Fig. 1 – Section de Poincare´ pour la fonction de courant ψ donne´e par l’Eq. (1) pour
ǫ = 0.18, B = 0.12π, (a) sans controˆle, (b) avec le terme de controˆle simplifie´ donne´ par
l’Eq. (14)
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Fig. 2 – Section de Poincare´ pour la fonction de courant ψ donne´e par l’Eq. (1) pour
ǫ = 0.18, B = 0.2π, (a) sans controˆle, (b) avec le terme de controˆle simplifie´ donne´ par
l’Eq. (14)
Figure 3(b) montre les valeurs de D en fonction de B avec et sans le terme de controˆle
de´termine´ a` partir du de´placement quadratique moyen pour t > 1000. Nous remarquons
une re´duction nette de la diffusion en pre´sence du terme de controˆle.
4 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce travail une premie`re tentative d’appliquer en hydrodynamique
une technique de controˆle du chaos fonde´e sur une petite modification de la fonction de
courant. Nous avons calcule´ analytiquement le terme de controˆle permettant de re´duire
l’advection chaotique dans le proble`me original. Nous avons montre´ nume´riquement que
la diffusion chaotique dans le fluide a e´te´ significativement re´duite en prenant en compte
seulement un terme de controˆle simplifie´.
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Fig. 3 – Diffusion pour le Hamiltonien (1): (a) De´placement quadratique moyen < r2(t) >
en fonction de t pour trois valeurs de B, B = 0.12,0.18,0.2; (b) Coefficient de diffusion en
fonction de B pour le Hamiltonien sans controˆle (cercle) et avec controˆle (14) (carre´)
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